SINTEZA LUCRARII

Coexistenta proprietatilor clasice si cuantice
in cadrul modelului starii coerente

I. INTRODUCERE

Intr-o teorie a mai multor corpuri, definirea gradelor de libertate este de o
importanta suprema. Mai mult decat atat, tratarea miscarii lor si cuplarii cu co-
ordonate necolective nu reprezinta o problema usoara. Unele formalisme folosesc o
metoda variationala dependenta de timp care de fapt ofera o descriere semiclasica in
cadrul careia calculul este semnificativ simplificat [1,2]. Metoda decuantificarii este
cea mai sigura atunci cand starea variationala este de natura coerenta. intr—adevér,
in aceasta situatie cuantificand traiectoriile clasice, spectrul rezultat ar putea fi
apropiat de cel asociat cu Hamiltonianul initial pentru mai multe corpuri. O astfel
de tratare poate fi aplicatda deasemenea Hamiltonienilor bosonici cvadrupolari [3,4].

Proprietatea completa a starii coerente permite determinarea dinamicii respons-
abile de miscarea colectiva. Intr-adevar, dezvoltand functia coerenta intr-o baza a
spatiului Hilbert, nici un coeficient al dezvoltarii nu dispare. Datorita acestei pro-
prietati, pentru un Hamiltonian bosonic cvadrupolar contributiile in intreg spatiul
bosonic la valorile sale proprii sunt incluse, ceea ce nu se intampla atunci cand
este adoptata o metoda de diagonalizare. Drept urmare, aceasta proprietate a fost
fructificata cand o stare axial deformata de natura cvadrupolara a fost folosita sa
genereze, printr-o proiectie a momentului cinetic, o multime de stari care descriu
destul de bine principalele caracteristici ale starilor rotationale din banda funda-
mentala [5]. Aceastd idee a fost extinsa considerand doua excitatii polinomiale
ortogonale ale starii coerente, fiecare dintre ele fiind ortogonale pe stare funda-
mentala. Prin definire, restrictia de ortogonalitate a celor trei stari deformate este
pastrata si dupa ce proiectia este realizata. Cele doua multimi suplimentare de stari
proiectate au caracteristici care sunt specifice starilor componente ale benzilor (3,
respectiv, 7. In spatiul restrans al starilor bosonice generate de cele trei multimi de
stari proiectate dupa momentul cinetic, este tratat un Hamiltonian bosonic efectiv.
Formalismul, numit modelul starii coerente (CSM), a fost aplicat cu succes pentru
a descrie proprietatile energiilor de excitatie si ale probabilitatilor de tranzitiilor £'2
pentru un numar mare de nuclee [6].

In lucrarea de fata, incercam sa raspundem la cateva intrebari privind comportarea
clasica a unui sistem bosonic descris de o stare proiectata dintr-o stare coerenta.



Starea coerenta are proprietatea de a minimiza relatiile de incertitudine, care de fapt
definesc caracterul clasic al starii. Starea coerenta rupe cateva simetrii, care pot
fi restabilite prin metode de proiectie. Ridicam intrebarea daca sau nu prin resta-
bilirea simetriei comportarea clasica este afectata. Raspunsul la acesta intrebare
este formulat in functie de abaterea relatiilor de incertitudine de limita clasica.

Relatiile de incertitudine Heisenberg sunt asociate cu o pereche data de coordonate
conjugate. Al doilea aspect adresat in acesta lucrare este daca proprietatile clasice
sau neclasice predomina in functie de coordonatele conjugate alese. In concluzie, ne
propunem studierea efectului restabilirii simetriei asupra relatiilor de incertitudine
Heisenberg asociate la doua perechi distincte de coordonate conjugate.

Obiectivele acestei lucrari vor fi prezentate conform urmatorului plan. In Cap.
IT sunt prezentate proprietatile de baza ale unei stari coerente axial deformata.
Relatiile de incertitudine pentru coordonatele conjugate (&, 7) sunt scrise pentru
starile neproiectate, proiectate dupa moment cinetic, si proiectate dupa moment
cinetic plus simetrie gauge, in Cap. III. Acelasi studiu, dar pentru operatorul numar
bosonic si faza sa conjugata, este realizat in Cap. IV. Analiza numerica prezentata in
Cap. V priveste considerarea cantitativa a ecuatiilor deduse in capitolele precedente.
Concluziile finale sunt cuprinse in Cap. VI.

II. STAREA COERENTA AXIAL DEFORMATA

Consideram starea coerenta definita cu componenta z a operatorilor bosonici
cvadrupolari b;u, by, cu —2 < p < 2:

W) = el®ho=d"b0) ), (2.1)

unde |0) desemneaza starea de vid bosonica, in timp ce d este un numar complex.
Natura coerenta a acestei functii este determinata de

boo| W) = d|¥), (|b, = d".. (2.2)
Folosind factorizarea Baker-Campbell-Hausdorft
oATB eAeBe—%[A,B]7 (2.3)
starea coerenta este scrisa in forma

_la?
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W) = e 2 e®|0). (2.4)

Media operatorului cvadrupolar,

Q20 = qo <b£0 + bzo) , (2.5)



unde starea coerenta are expresia

(W[Qu0|¥) = 20 Re d. 2.6
Functia |W¥) este stare de vid pentru operatorul bosonic cvadrupolar deplasat
(bao — d) |¥) = 0. (2.7)

Evident, functia |¥) nu are un moment cinetic definit; asta inseamna, ca nu este
functie proprie a operatorului moment cinetic la patrat, J2. Totusi, este functie
proprie a lui jz Datorita acestei proprietati spunem ca |¥) este o functie axial
deformata. De remarcat ca Ec. (2.6) afirma ca Re d joaca rolul de parametru de
deformare.

Pentru d real functia de unda |¥) a fost folosita ca functie generatoare pentru
starile benzii rotationale fundamentala [5-7]. In plus, construind doua stari reciproc
ortogonale (ca excitatii polinomiale de ordin mic ale lui |¥)), fiecare dintre ele
fiind ortogonale pe |¥), si punand conditia ca cele trei stari intrinseci sa satisfaca
un numar de criterii sugerate de datele experimentale s-a generat, prin proiectie
a momentului cinetic, starile componente ale benzilor 3, respectiv, 7. In spatiul
bosonic restrans a fost definit un Hamiltonian bosonic efectiv. In fapt, acestea sunt
ingredientele principale ale modelului stérii coerente [6], care a fost cu succes folosit
pentru descrierea, intr-o maniera realista, a proprietatilor energiilor de excitatie si
ale tranzitiilor £2.

Pentru ca dorim sa discutam proprietatile clasice care ar putea fi descrise cu CSM
restrangem discutiile la cazul lui d real.

III. COORDONATA CVADRUPOLARA SI IMPULSUL CONJUGAT CORESPUNZATOR

A. Stare neproiectata

Coordonatele conjugate

1 i
& :—b*+b),fr :—(bT—b), 3.1
20 \/§ ( 20 20 20 \/§ 20 20 ( )
satisfac ecuatia
(G0, Tro0] = 1, (3.2)

unde cu 7 se noteaza unitatea imaginara. Conventional, folosim sistemul unitate in
care h = 1.
Mediile Iui & si &2 pe |¥) sunt

A A 1
(U] G| T) = V2d, (U]a3,|T) = 2d* + 5 (3.3)



Impulsul conjugat si patratul sau au mediile

) ) 1
(U]ao W) = 0, (V|| T) = 5. (3.4)

Folosind aceste rezultate, relatia de incertitudine asociata coordonatelor conjugate
« si 7 are forma:

. . 1
A()ézoA?Tgo = 5, (35)

unde cu Az este notata dispersia coordonatei x. De remarcat ca produsul dispersiei
atinge valoarea minima a multimii permise de principiul de incertitudine Heisenberg.
Datorita acestei prorpietati afirmam ca starea coerenta |W) este starea optima de a
descrie proprietatile ce definesc marginea dintre comportarea cuantica si cea clasica.

Dupa cum deja am mentionat, stare coerenta nu are un moment cinetic definit.
Intrebarea este daca proprietatile clasice descrise de |¥) sunt pastrate cand simetria
la rotatie este restabilita, i.e., daca din starea deformata se proiecteaza componentele
unui moment cinetic definit. O masura a abaterii de la comportamentul clasic este
din nou deplasarea produsului dispersiei de la valoarea clasica. Acest lucru va fi
exprimat analitic in urmatorul subcapitol.

B. Stari sferice proiectate

Printr-o proiectie a momentului cinetic se genereaza o multime de stari ortogonale

O = Ny Pitol V), (3.6)
unde cu Py se noteazi operatorul de proiectare a momentului cinetic
2J+1 . .
Pl == [ Dlix(@R@)a, (3.7

cu Di7. notand functia Wigner, sau matricea de rotatie, si unde R(Q) este rotatia
definita de unghiurile Euler €2, in timp ce N}g ) este constanta de normare. Functiile
proiectate contin principalele proprietati ale benzii rotationale fundamentala [6].
Din acest motiv, functia este insotitd de indicele superior ). Normele au fost
studiate analitic pentru fiecare deformare gi, suplimentar, au fost obtinute formule
foarte simple pentru regimurile aproape vibrational gi bine deformat [8]. Pentru
motive de exhaustivitate oferim expresiile necesare

-2 o
(M) " = @7+ )1, (3.8)



cu

@ = [ P () 0y, « = (3.9

unde Py (x) sunt polinoamele Legendre de ordin k. Valorile agteptate ale coordo-
natelor conjugate si patratele lor au formele

(09, a]6%),) = f dCT 2 Cl

<¢JM’A2’¢JM> 5 +d2

2 2 N(Q) 2
% JJ’ JJ'J 22J’ J’2J CJ’QJ J
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J'=0,2,4 =0,2,4 NJ/

(09,1710, = o

(oS l72loih,) = 5 +d (3.10)
/ ! / 2 2 / 2 N(g) 2
Z CiromCilin” (0336]> + Z (06]020J> (01{4%}]\4> —
N(g)
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Este folosita aici notatia standard, C’#L{Jﬁ;mm, pentru coeficientii Clebsch-Gordan.
Pornind de la aceste relatii, dispersiile lui & gi 7 sunt obtinute usor si apoi produsul

dispersiei este exprimat analitic.
C. Restabilire simultana a simetriilor de rotatie si de gauge

Operatorul proiectiei numarului bosonic este
1 21

~ o J,

Py e NN gy, (3.11)

Aplicand succesiv operatorii de proiectare Py, si Py pe functia coerenta |¥),
obtinem o stare de moment cinetic si numar bosonic bun

INJM) = Ny Py P |0). (3.12)
Se noteaza aici cu Ny constanta de normare a cérei expresie este
_ >N
(NNJ) 2 = e_d2 i (2J + )SNJ, (313)

unde matricea .S, este definitd de

Sy — /O (Py(2))" Py (x)da. (3.14)



Urmaéand pasii indicati in Ref. [5] se obtine

l —
_ (=)=m3m (D) (2m)! (m + L)
SlJ(d) o mzz:o QZ_Jm!(l _ m)'(m . %J)!(2m+ Jr 1)!.

(3.15)

Elementele de matrice date mai sus satisfac urmatoarea restrictie: sunt nenule doar
daca | < J/2.
Expresia explicita a starii proiectate este

2 g dN 2J 1
INTM) = Nivge P i /D (b) dQ|0), (3.16)

unde R(9) este rotatia definita de unghiurile Euler €.

Valorile agteptate ale variabilelor conjugate dig si Ty sunt egale cu zero deoarece
fiecare dintre termenii constituenti schimba numarul bosonic cu o unitate. Prin
urmare, dispersiile corespunzatoare la patrat sunt chiar valorile medii ale patratelor
lor. Prin calcule directe se obtine

+ Z (cliad) (i) (%)2 (3.17)

=0,2,4

N —

IV. RELATIA DE INCERTITUDINE PENTRU NUMARUL BOSONIC SI FAZA SA CONJUGATA

A. Cazul starii intrinseci

In acest subcapitol consideram din nou ca d este un numar complex. Notam cu
Ny operatorul numar bosonic

Ny = bl bao. (4.1)

Scriind operatorul NOQ in ordine normala, valorile asteptate pentru No si Ng pot fi
ugor calculate ca

(| No|W) = [d* = No, (U|NG|®) = |df* + |d]" (4.2)
Astfel dispersia operatorului numar bosonic poate fi usor calculata ca
(AN)? = |d|* = Ny.. (4.3)
Scriind numarul complex d in forma polara

d = |d|e". (4.4)



si folosind Ec. (2.2) se obtine

. ~1/2
(U|boo|T) = |d]e’® = NI2ei#, e’¢—<\1!]bgo|\ﬂ)<<\lf]No|\If)> . (4.5)

Intrebarea care apare este daca o astfel de factorizare este valabila si pentru
operatori a caror medii sunt continute in ecuatia de mai sus. Inainte de a trece la
problema mecanicii cuantice a numarului bosonic si a fazei sale conjugate am dori
sa prezentam mai intai partea clasica a acestei lungi probleme.

Definim H, un Hamiltonian exprimat in functie de operatorii bosonici cvadrupolari

bzm, bom cu —2 < m < 2 gi consideram ecuatia principiului variational dependent de
timp (TDVP)

6/t(\IJ|H—z—|\IJ> 0, (4.6)

unde starea variationald este functia coerenta |¥) (2.2), cu d un numar complex
dependent de timp. TDVP conduce la ecuatiile Hamilton de miscare pentru coor-
donatele clasice d si d*

OH o (9H .

i 4.7

9 vd , O i d, (4.7)
unde cu H se noteaza media lui H cu |¥), in timp ce * indica derivata temporala.
Schimband coordonatele clasice prin transformarea

(d,d") — (r,¢), (4.8)
cu r = |d|?, ecuatiile de miscare devin

87‘( d 87‘{ °
= (49)

Aceste ecuatii sugereaza cd imaginea clasica (media lui Ny cu |¥)) a operatorului
numar bosonic si a fazei ¢ sunt intr-adevar coordonatele clasice conjugate; anume, r
este o coordonata clasica si ¢ impulsul sau conjugat. Putem verifica daca paranteza
lor Poisson este egala cu unitatea. Deisgur, ar fi de dorit ca o pereche de operatori
Hermitici al caror comutator este unu sa existe astfel incat mediile lor cu |¥) sa fie
chiar coordonatele canonice clasice conjugate r si . In cele ce urmeaza vom discuta
mai in detaliu acest aspect formulat mai sus.
Este utila introducerea operatorului off-diagonal

Pl = N2, (4.10)



care este echivalentul cuantic al Ec. (4.5). Operatorul No_ 2 este definit de
urmatoarea ecuatie

]\70_1/2 = % /_O; dx exp (—x2N0> : (4.11)
Operatorul Hermitic conjugat B, satisface relatia de comutare
[PO,N] — D, (4.12)
Coordonata conjugata corespunzatoare operatorului numar bosonic este
Oy = —iln Py.. (4.13)

Intr-adevar, considerand dezvoltarea in serie de puteri ale lui (FPy — 1) a functiei In,
se observa ca operatorii Ny si ®( satisfac relatia de comutare

[NO, éo] — . (4.14)

Pentru bosoni monopolari, coordonatele conjugate ale numarului bosonic si fazei au
fost descrise in detaliu in Ref. [9]. Spre deosebire de cazul monopolar aici simetria
de rotatie este rupta. intr—adevér, in timp ce operatorul numar bosonic este un
scalar, operatorul fazei P este un tensor de rang doi si proiectie zero. Este un
subiect deschis daca este posibila sau nu o contructie a unui operator al fazei scalar
P.

Mntionam ca deducerea operatorului fazei este bazatda pe Ec. (4.12). De fapt,
aceasta ecuatie poate fi privita ca o ecuatie de definitie a lui P,y. Cu siguranta ca
solutia acestei ecuatii nu este unica. De exemplu, o solutie posibila este

Py = by, (4.15)
In acest caz avem
By = —iln by, (4.16)
Putem verifica ca urmatoarele ecuatii pentru valorile asteptate sunt satisfacute
(U|Do|¥) = —ilnd, (U|PZ|T) = — (Ind)”. (4.17)
Drept urmare, dispersia corespunzatoare se anuleaza
Ady =0, (4.18)
ceea ce reflecta faptul ca |¥) este o functie proprie a lui Py

Do| W) = —i (Ind) | ). (4.19)



O folosire directa a Ec. (4.13) pentru a calcula relatia de incertitudine pentru
numarul bosonic si faza reprezinta o problema destul de greoaie, in special datorita
functiei logaritmice. Totusi, o simplificare considerabila este obtinuta tinand cont
ca deviatia lui @y de la valoarea sa asteptata poate fi exprimata ca
Do|T) = —i (Ind) | ). (4.20)
Definim o noua dispersie a operatorului fazei prin
- AP
by = —2 (4.21)
(V| Fo| W)

Vom demonstra [9] ca marimea nou definita satisface relatia de incertitudine Heisen-
berg. Intr-adevar, urmand procedura din Ref. [10], obtinem succesiv

R ) 0 d|2k
|| = de |—,
o |d|2k

52 _ 2e—|d|2 .
WIEIY) = d kz:%k!\/(k+1)(k+2)

(4.22)

In zona asimptotica a lui |d|, au fost obtinute forme compacte pentru sumele
implicate in ecuatia de mai sus [11], astfel incat expresiile finale pentru valorile
asteptate considerate sunt

A d 1
VPV = — [1 ——— + ..
W) |d|[ EE ]
. d2 1 3
VP2 D) = — [1— — me 4.2
WIRT) |d|2[ 2P s ] (4.23)

. Cu aceste rezultate gasim ca, pentru valori mari ale lui |d|, urmatoarea relatie de
incertitudine este verificata:

1
ANoD®, = . (4.24)

Dupa cum vom arata in cele ce urmeaza, aceasta ecuatie este valabila in regiunea
unui numar mare de bosoni. Intr-adevar, in regiunea lui |d| mare termenii
componenti W cu ponderi mari sunt cei corespunzatori unui numar bosonic mare.
Relatia de incertitudine a operatorului numar bosonic si a fazei sale conjugate a
fost prima daté studiata pentru fotoni de catre Dirac [12] si pentru oscilatori de

catre Susskind si Glover [13]. Ecuatiile de mai sus au fost obtinute reprezentand
operatorul de anihilare fotonic ca un produs al unui operator unitar, scris ca U = €%,



si o functie auto-adjuncta a operatorului numar bosonic f(N). Solutia este f = N/2
si este bazata pe presupunerea ca ¢ este un operator auto-adjunct. Mai tarziu
s-a demonstrat ca variabila fazei conjugate nu este bine definita si astfel relatia
de incertitudine corespunzatoare este indoielnica. intr—adevér, putem observa ca
operatorul U nu este unitar si, drept urmare, ¢ nu este un operator auto-adjunct si
astfel nu poate fi asociat unei observabile fizice [11]. Motivul pentru neunitaritate il
constitue prezenta unui numar bosonic nul in spectrul lui N. Chiar daca excludem
aceasta valoare, care-l1 impiedica pe N sa fie inversabil, faza nu este bine definita
pentru valori mici ale lui N [14]. Intr-adevar, notand cu |ng) starile proprii ale lui
No, se gasegte ca elementele de matrice ale Ec. (4.14) conduc la

5 . (5n m
(no|®olmo) = L— — 77010, (4.25)

care nu are sens pentru valori mici ale numarului bosonic. Totusi, pentru valori mari
ale numarului bosonic acesta poate fi asimilat cu o variabila continua, iar raportul
din partea dreapta a Ec. (4.25) este exact prima derivata a functiei Dirac 0, care
este o marime bine definita.

Incercari reusite de a defini operatori Hermitici ce depind de faza, care impreuna

cu operatorul bosonic N, satisfac relatia de incertitudine, au fost realizate de cativa
autori [10,11,14,15]. Astfel, operatorii

1

2i

R 1 . R R R R
Co=5(Po+ B, 0= (P~ ) (4.26)

sunt Hermitici si satisfac relatiile de incertitudine [10]
AN 1, NS 1 -
ANGAS) > §<CO>’ ANAC) > §<S0>, (4.27)
. unde cu (...) se noteaza media operatorului implicat, cu starea coerenta. Lim-

itarea asupra masuratorii simultane a observabilelor Sy si Cy asociate cu operatorii
Hermitici mai sus mentionati este exprimata de produsul de incertitudine

(AS)(ACY) > %—No, (4.98)

cu Ny notandu-se patratul dispersiei ANO. O relatie de incertitudine mai simetrica
in regimul lui |d| mare este obtinuté prin combinarea rezultatelor deja obtinute:

(ANO)Z(AACAby + (AAS0)2 > 1
({Co))? + ((S0))* — 4

Desi aici folosim bosoni cvadrupolari demonstratia relatiilor de incertitudine
mentionate mai sus urmeaza identic liniile celor date in Ref. [10,11].

(4.29)



B. Dispersii ale lui N si p pe stari proiectate

De observat ca in timp ce mediind operatorul numar bosonic cu functia coerenta
|W) doar componenta bgob% da o contributie nenuld, cand media este efectuata
cu starea proiectata dupa momentul cinetic toti termenii in expresia operatorului
numar bosonic dau contributie. Prin urmare in acest caz numarul bosonic Ny va fi
inlocuit cu operatorul numar total bosonic

N= )" blbom- (4.30)

—2<m<2

Operatorul de faza P care satisface relatia de comutare

[P, N} — P, (4.31)
are expresia
P= 3" by, N2 (4.32)
—2<m<2

unde operatorul de sub radical este definit ca in Ec. (4.11). In acelagi spirit si cu
precautie similara ca si inainte operatorul fazei conjugate este

d=—ilnP. (4.33)

Valorile asteptate ale operatorului numar bosonic N si patratului sau N? au fost
obtinute analitic intr-o publicatie anterioara a unuia dintre autori (AAR) [5]:

. 7
(OFINIeH) = 1P,
1
J
. o 7
(S IN?1650) = [dIP = + |d|* (4.34)
]J [J

Putem verifica ca rapoartele integralelor ”overlap” continute in ecuatiile de mai
sus sunt date de [6,8]:

AP 2
x@:§x(f€_3)@+g(2x +J(J+1)) 5 @ =df". (4.35)

Din aceste ecuatii se obtine dispersia lui V:

\ 4 I<(]1) 2 1 2 2 ]<(]1) 1 4
AN) = —|d “|d*(|d]? -1 “(2ldf+J(T+1)). (436
( L=l 10 + 5 1dl*(|d] )[§0)+4(||+ (J+1)).  (4.36)



Relatiile de incertitudine vor fi calculate alegand ca operator conjugat operatorul
fazei P impartit la valoarea mediei sale [9] si alternativ operatorii Hermitici C' si S
definiti ca si inainte [10]:

C=3 (P+ PT) S= (P PT) (4.37)

In cele ce urmeaza vom descrie o metoda de calculare a dispersiei operatorului faza
asociat P. Media lui P corespunzatoare starii proiectate dupa momentul cinetic
|<I>((]gze4>. Aplicand o metoda similara dar pentru P?, se obtine rezultatul final:

~ 2 A
(P16, = (Nf,”) (\IJ|PAJ4T0252M Py N2

Pk bir

2 —
=e 2 (Nf,g)) (UIPYL Y boyPirg—= 7 / —de” —Zpdz|0)
0]

a2 bT"

=ec * (N.gg) ozb2uPM0\/—dn v10)

2 ) bT n—1
= 6_%01'\]420JM061020J( J ) ‘I’POOZ\/—(n_)l) 0) (4.38)

e 29 +1 > 1 m
— ettt (V) [ a [Zm””’?@) Fote)
- m=0 """

Rezultatul final este:

70

<¢59A)4!15I¢,(j"}4> Cj{fzochéjozonﬁa (4.39)
J
unde am notat:
o0 d|2m
70 l—Sm . 4.40
J mz:% mlvm + 1 / ( )

Aplicand o metoda similara dar pentru 152, se obtine rezultatul final:

(9) | 2| 4) s 2Ty
(D7a| P19 5ar) = Cigd 70 (4.41)
J
cu
/ / ’ © d’?m
227 ] I T o2 T = | s
%4 000 Cod o MOMZ —p 0 mzzoml\/(erl)(er?)

(4.42)



Avand expresiile pentru valorile asteptate ale lui P si ]52, dispersia lui P este usor
obtinuta
AN 2 ~ . 2
(AP) =@l P1ef) — (5 Plon)) (4.43)
Desi calculul mediei lui ® este destul de dificila, este posibil. Conform Ref. [9]
inegalitatea incertitudinii Heisenberg este satisfacuta de dispersiile lui N si
: (AP)u
(DP)av = ==
(@721 Pldgar)]

Astfel deplasarea de la limita clasica este mdsurat de (AN);(DP) sy
(AN)(DP) .

(4.44)

C. Relatii de incertitudini pentru N si Cc? + 52

Valorile agteptate ale operatorilor Hermitici C’ si C , definiti de:

€= 3 (P+ PT)  §= (P PT) (4.45)
sunt ugor obtinute din Ec. (4.39) si (4.41) ca
A I( ) R 9 I(O)
GRICIOT) = (CH37) (Re )=, (615165 = (C437)* (Im d)~2. (4.46)
J; J;
Urmand procedura descrisa in sectiunea precedenta obtinem:
. . / Z/{(O) 5u(0)
(@92 + S2|gl0y = |af? Z( 5’020‘]) TREEE (4.47)
J 1
cu
0 0 ’d’%
u’ =" TSR (4.48)
k=0 '

Suma normatéa a dispersiilor asociate celor doua observabile C si S este:
(ACY5 + (AS)5 _ [d2 Z ( 6,020J,> U010 sy
(oo + (S0 1dP (Om @z 2@y
= (AR)%, (4.49)

unde indicele inferior JO indica faptul ca dispersiile implicate si valorile mediei
corespund starii proiectate dupa moment cinetic ¢<(]90) . Deasemenea notatia (O) o a
fost folosita pentru valoarea medie a lui O cu starea proiectata mentionata.



Relatia de incertitudine asociata la cele doua observabile este obtinuta eqaland

o [(AC)Y + (AS)?
F; = (AN)J\/( QQJO * - ‘?JO (4.50)
(C)g0+ ()0
cu produsul partilor drepte a Ec. (4.36) si (AR); dat de (4.49). Deplasarea lui

F fata de valoarea 1/2 constitue o masura pentru natura cuanticad a comportarii
sistemului.

V. ANALIZA NUMERICA

Incepem prin a da coeficientii dezvoltarii lui ¥ corespunzatori la baze bosonice
diferite:

|le> - ZCn|n>7
W) = CylJ0),
J

[T) = CwnyolNJO). (5.1)

NJ

unde |n) sunt stérile proprii ale operatorului numar bosonic b by, iar cu |[.JO) se
noteaza starile proprii ale momentului cinetic la patrat, J 2 si a proiectiei sale pe
axa z, J,. A treia baza |[NJ0) este determinatd de numerele cuantice: numéarul
bosonic N, momentul cinetic J, gi proiectia z a momentului cinetic, 0.
Folosind rezultatele descrise inainte, se gaseste ca ponderile dezvoltarii au
urmatoarele expresii analitice
n _
o = et o (N}”) L Oy = (W) (5.2)
vnl
Aceste ponderi au fost plotate in Fig. 1(a)-1(c), in functie de parametrul de
deformare d. De aici observam ca pentru d mic unele ponderi se anuleaza, ceea
ce Inseamna ca starile corespunzatoare lipsesc din dezvoltare. Curbele au maxime
pentru unele deformari, ceea ce arata ca pentru astfel de deformari starile core-
spunzatoare, ce apar in dezvoltare, sunt componente dominante. Produsul dispersiei
coordonatelor conjugate doy si moy calculat cu starile J—proiectate este prezentat
in functie de d in Fig. 2(c). Este bine cunoscut ca limita clasica a acestei marimi
este 1/2 (in unitati k). Conform Fig. 2(c) starea proiectata J = 0 este singura
stare proiectata care se comporta semiclasic in regiunea lui d mic (< 1.5). Starile
ramase se stabilesc in afara limitei clasice. Cu cat valoarea lui J este mai mare, cu
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FIG. 1: Coeficientii dezvoltarii functiei coerente, |¥), in trei baze distincte, |n) (panel a)), |J0) (panel b), si |[NJO) (panel c),
sunt prezentati in functie de parametrul de deformare d.

atat mai mare este deplasarea de la limita clasica. In regiunea lui d (> 3) mare de-
plasarea de la limita clasica este o functie de d crescatoare, indiferent de valorile lui
J. Aceasta tendinta este determinata de natura crescatoare a dispersiei lui digg. Ast-
fel pentru ambele coordonate conjugate mentionate mai sus, deformarea nucleara
favorizeaza comportarea cuantica a sistemului. Dupa cum deja am mentionat W
rupe doua simetrii: gauge si rotationala. Pana acum am analizat functia de unda
care restabilegte simetria rotationala. In Fig. 3 am reprezentat produsul dispersi-
ilor lui dgy si o In functie de d, folosind starile |NJM), care restabilesc ambele
simetrii mentionate mai sus. Dupa cum se vede in Fig. 3, produsul dispersiei are o
dependenta puternica de J pentru valori mici ale lui d in timp ce pentru valori mari
ale lui d, i.e., In limita rotationala, acesta tinde catre limita clasica. Contrar cazului
functiei J—proiectate, aici cresterea lui d favorizeaza comportarea clasica. Acest
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FIG. 2: Dispersiile coordonatelor conjugate awo si 720, sunt date in panelele a) si b) respectiv, ca functie de d. Produsul celor
doua dispersii este prezentat in panelul ¢) ca functie de d. Cele tri marimi corespund la functiile de unda proiectate dupa
momentul cinetic.

lucru este reflectat in dependenta descrescatoare de J a produsului dispersiei cat si
in apropierea de limita clasica. Este motivata adresarea intrebarii daca proprietatile
mentionate mai sus depind de alegerea perechii de coordonate conjugate. Incercam
sa oferim nu un raspuns general ci sa analizam, pentru comparare, ce se intampla
cand perechea de variabile conjugate este (N , ]5) Rezultatele sunt prezentate in
Fig. 4(a)-4(c). Dispersia lui N creste cu d si despicarea datorata dependentei de
J creste usor de la zero intr-un interval ingust. De retinut ca pentru d tinzand la
zero functia proiectata ¢(Jg]24 trece la starea ]%, %,O, J, M) [6] cu notatia standard
Nv, A, J, M), unde N este numarul de bosoni, J este momentul cinetic, si M este
proiectia pe axa z in sistemul laboratorului.

Astfel, in limita sferica N devine un numar cuantic bun si dispersia se anuleaza.

Prin contrast, dispersia normata D(P) are o imprastiere mare dupa J pentru valori
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FIG. 3: Produsul dispersiilor coordonatelor conjugate &20 and 720, correspunzand starilor NJ, sunt prezentate ca functie de d.

mici ale lui d dar pentru deformari mari dispersiile J # 2 ating o valoare comuna. De
remarcat ca, in afara de aspecte cantitative, produsul dispersiei pastreaza aspectul
lui AN. Comportarea perechii de coordonate (N, R) este vizualizata in Fig. 5(a)-
5(c). Despicarea dispersiilor R datorata dependentei lor de J este destul de mare
pentru deformare mica si este decrescatoare cu d. Situatia cand dispersia lui R
cu J # 2 are o valoare comuna este realizata pentru d mai mare decat valoarea
maxima aratata in Fig. 4. Relatia de incertitudine pentru perechea (N, R) este
aratata n plotul lui Fy (4.50) in functie de d. Se observa cé deplasare de la limita
clasica este o functie crescatoare de moment cinetic. Deasemenea aceasta functie
este crescatoare cu deformarea nucleara. Trebuie mentionat ca, pentru deformare
mare, valorile J # 2 nu se deosebesc.

VI. CONCLUZII

Enumeram aici rezultatele obtinute in capitolele precedente. Ponderile dezvoltarii
starilor coerente in trei baze diferite manifesta maxime cand sunt reprezentate in
functie de parametrul de deformare d. Cu cat sunt mai mari numerele cuantice alese
cu atat mai mare este deformarea pentru care ponderea este maxima.

In reprezentarea (a,m) doar starea proiectata J = 0 se comporta clasic gi asta
se Intampla pentru valori mici ale lui d. In regiunea lui d mare indepartarea de
comportarea clasica este usor crescatoare cu deformarea.

Comportarea perechii de coordonate conjugate («, 7) intr-o stare N.J—proiectata
este diferita de cea descrisa mai sus pentru o stare J—proiectata. intr—adevér, din
Fig. 3 observam ca proprietatile cuantice predomina pentru deformare mica, in timp
ce pentru limita rotationala a lui d mare relatia Heisenberg asociata se apropie
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FIG. 4: Dispersiile coordonatelor conjugate, operator numar de bozoni (panel a)) si operatorul de faza P (panel b)) sunt
reprezentate ca functie de d. De asemenea produsul dispersiilor este dat in panelul ¢). Calculele sunt efectuate pentru starile
proiectate.

de limita clasica. Deasemenea, in aceastd limita dependenta de J a relatiilor de
incertitudine este foarte mica.

Din Fig. 2(c) si 3 concluzionam cé in reprezentarea («, ) si a starilor J—proiectate
sistemul se indeparteaza de imaginea clasica crescand d in timp ce pentru starile
(N, J) proiectate cu cat deformarea este mai mare cu atat sistemul este mai apropiat
de comportarea clasica. in ambele cazuri regiunea deformarii mici este caracterizata
de o comportare cuantica reflectata de indepartarea de limitele clasice cat si de de-
spicarea produsului dispersiei datorata dependentei de J. Comparand figurile core-
spunzatoare relatiilor de incertitudine pentru (o, 7) in cazul starilor J—proiectate,
respectiv, N.J—proiectate, putem concluziona ca impartirea proprietatilor clasice si
cuantice depinde de simetria functiei de unda. In situatii specifice cu cat sistemul
este mai simetric comportarea sa este mai apropiata de imaginea clasica.
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Problema delicata a numarului bosonic si fazei conjugate a fost tratata prin doua
alegeri alternative pentru operatorul faza conjugat. In primul caz operatorul este P
cu o normare proprie. Degi acesta nu este un operator Hermitic relatia de incertitu-
dine Heisenberg este valabila pentru un numar mare de bosoni. Produsul dispersiei
este rapid crescator cu d incepand de la valori apropiate de zero (= 0.162). Com-
portarea pentru deformare mica este justificata de faptul ca starea J—proiectata
devine o stare proprie a lui N. Pentru d mai mare sistemul se comporta intr-un
mod clasic in timp ce pentru deformare mare predomina proprietatile clasice. De-
spicarea produsului dispersiei datorita dependentei sale de J nu este semnificativa
pentru J # 2. Putem spune ca desi indepartarea de limita clasica a produsului
dispersiei este mare proprietatea clasica "reclaiming a weak J dependence still per-
sists”. Produsul dispersiei este crescator cu d si este deasemenea independent de J



pentru valori mari ale lui J.

Pentru a doua situatie alternativa operatorii faza C si S au fost folositi pentru a
defini, din dorinta de a avea o forma simetrica, dispersia observabilei R. Produsul
dispersiei notat cu F'y este crescator cu d. Pentru d mic despicarea dupa J este mare
in timp ce pentru deformare mare valorile lui F'; pentru J mare sunt aproximativ la
fel. Aici, cat si in cazul coordonatelor (o, 7), dispersia coordonatei este crescatoare
cu d, in timp ce dispersia impulsului conjugat este descrescatoare cand d creste.

Comparand rezultatele pentru coordonatele (o, 7) si (IV, P) sau (N, R) observam
ca interdependenta proprietatilor clasice si cuantice depinde de perechea coordo-
natelor conjugate considerate.

Inainte ca simetriile sa fi fost restabilite sistemul se comporta clasic, lucru reflectat
de relatiile de incertitudine ce-si ating minimele, independent de alegerea perechii
de coordonate conjugate. Mai mult, valoarea asteptata pentru momentul cinetic la
patrat are o valoare continua [6]

(6.1)

Proiectia simetriei conduce la o dependenta de J (sau NJ) pentru relatiile de incer-
titudine, care este mare pentru deformare mica. Crescandu-l pe |d|, sistemul tinde
sa recupereze comportarea clasica.

Principalele concluzii ale investigatiilor noastre sunt urmatoarele:

(i) In sistemul de referinta intrinsec, unde starile neproiectate sunt folosite, sis-
temul se comporta clasic independent de alegerea variabilelor conjugate.

(ii) Deasemenea, momentul cinetic este o variabila clasica continud, dupa cum
reiese din Eq. (6.1).

(iii) In baza proiectata |NJM) produsul dispersiei pentru agg si mog revendica
o comportare clasica pentru deformare mare unde limita clasica este data pentru
fiecare valoare a lui J.

(iv) Privind perechea de coordonate (N, R), dupa cum este aratat in Fig. 5,
sistemul se comporta clasic doar in stari de spin inalt, desi produsul dispersiei este
departe de valoarea clasica. Totusi, pentru deformare mare si spin inalt dependenta
de J dispare.

(v) Pentru deformare mica proprietatile cuantice predomina pentru ambele perechi
de coordonate conjugate considerate.

(vi) Restabilirea simetriilor rotationala si gauge este o procedura pur cuantica care
conduce la a avea o pronuntata comportare cuantica pentru deformare mica.

(vii) Avand in vedere ca deformarea insasi este o variabila clasica, cresterea valorii
sale diminueaza proprietatile cuantice in favoarea celor clasice. In aceasta privinta



putem spune ca deformarea joaca rolul unui mediator intre comportarile clasice si
cuantice.

(viii) impér’girea proprietatilor clasice si cuantice depinde de simetria functiei de
unda. In anumite situatii considerate aici, cu cat sistemul este mai simetric com-
portarea sa este mai apropiata de imaginea clasica, in regimul deformarii mari.

(ix) In cele din urma, putem spune ca lucrarea de fata completeaza studiile noastre

anterioare asupra starilor proiectate corespunzatoare starii coerente |W).
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