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Coexistenţa proprietǎţilor clasice şi cuantice

ı̂n cadrul modelului stǎrii coerente

I. INTRODUCERE

Într-o teorie a mai multor corpuri, definirea gradelor de libertate este de o
importanţa supremǎ. Mai mult decât atât, tratarea mişcǎrii lor şi cuplǎrii cu co-

ordonate necolective nu reprezintǎ o problemǎ uşoarǎ. Unele formalisme folosesc o
metodǎ variaţionalǎ dependentǎ de timp care de fapt oferǎ o descriere semiclasicǎ ı̂n

cadrul cǎreia calculul este semnificativ simplificat [1,2]. Metoda decuantificǎrii este
cea mai sigurǎ atunci când starea variaţionalǎ este de naturǎ coerentǎ. Într-adevǎr,
ı̂n aceastǎ situaţie cuantificând traiectoriile clasice, spectrul rezultat ar putea fi

apropiat de cel asociat cu Hamiltonianul iniţial pentru mai multe corpuri. O astfel
de tratare poate fi aplicatǎ deasemenea Hamiltonienilor bosonici cvadrupolari [3,4].

Proprietatea completǎ a stǎrii coerente permite determinarea dinamicii respons-
abile de mişcarea colectivǎ. Într-adevǎr, dezvoltând funcţia coerentǎ ı̂ntr-o bazǎ a

spaţiului Hilbert, nici un coeficient al dezvoltǎrii nu dispare. Datoritǎ acestei pro-
prietǎţi, pentru un Hamiltonian bosonic cvadrupolar contribuţiile ı̂n ı̂ntreg spaţiul
bosonic la valorile sale proprii sunt incluse, ceea ce nu se ı̂ntâmplǎ atunci când

este adoptatǎ o metodǎ de diagonalizare. Drept urmare, aceastǎ proprietate a fost
fructificatǎ când o stare axial deformatǎ de naturǎ cvadrupolarǎ a fost folositǎ sǎ

genereze, printr-o proiecţie a momentului cinetic, o mulţime de stǎri care descriu
destul de bine principalele caracteristici ale stǎrilor rotaţionale din banda funda-

mentalǎ [5]. Aceastǎ idee a fost extinsǎ considerând douǎ excitaţii polinomiale
ortogonale ale stǎrii coerente, fiecare dintre ele fiind ortogonale pe stare funda-

mentalǎ. Prin definire, restricţia de ortogonalitate a celor trei stǎri deformate este
pǎstratǎ şi dupǎ ce proiecţia este realizatǎ. Cele douǎ mulţimi suplimentare de stǎri
proiectate au caracteristici care sunt specifice stǎrilor componente ale benzilor β,

respectiv, γ. În spaţiul restrâns al stǎrilor bosonice generate de cele trei mulţimi de
stǎri proiectate dupǎ momentul cinetic, este tratat un Hamiltonian bosonic efectiv.

Formalismul, numit modelul stǎrii coerente (CSM), a fost aplicat cu succes pentru
a descrie proprietǎţile energiilor de excitaţie şi ale probabilitǎţilor de tranziţiilor E2

pentru un numǎr mare de nuclee [6].
În lucrarea de faţǎ, ı̂ncercǎm sǎ rǎspundem la câteva ı̂ntrebǎri privind comportarea

clasicǎ a unui sistem bosonic descris de o stare proiectatǎ dintr-o stare coerentǎ.



Starea coerentǎ are proprietatea de a minimiza relaţiile de incertitudine, care de fapt
definesc caracterul clasic al stǎrii. Starea coerentǎ rupe câteva simetrii, care pot

fi restabilite prin metode de proiecţie. Ridicǎm ı̂ntrebarea dacǎ sau nu prin resta-
bilirea simetriei comportarea clasicǎ este afectatǎ. Rǎspunsul la acestǎ ı̂ntrebare

este formulat ı̂n funcţie de abaterea relaţiilor de incertitudine de limita clasicǎ.
Relaţiile de incertitudine Heisenberg sunt asociate cu o pereche datǎ de coordonate

conjugate. Al doilea aspect adresat ı̂n acestǎ lucrare este dacǎ proprietǎţile clasice
sau neclasice predominǎ ı̂n funcţie de coordonatele conjugate alese. În concluzie, ne
propunem studierea efectului restabilirii simetriei asupra relaţiilor de incertitudine

Heisenberg asociate la douǎ perechi distincte de coordonate conjugate.
Obiectivele acestei lucrǎri vor fi prezentate conform urmǎtorului plan. În Cap.

II sunt prezentate proprietǎţile de bazǎ ale unei stǎri coerente axial deformatǎ.
Relaţiile de incertitudine pentru coordonatele conjugate (α̂, π̂) sunt scrise pentru

stǎrile neproiectate, proiectate dupǎ moment cinetic, şi proiectate dupǎ moment
cinetic plus simetrie gauge, ı̂n Cap. III. Acelaşi studiu, dar pentru operatorul numǎr

bosonic şi faza sa conjugatǎ, este realizat ı̂n Cap. IV. Analiza numericǎ prezentatǎ ı̂n
Cap. V priveşte considerarea cantitativǎ a ecuaţiilor deduse ı̂n capitolele precedente.
Concluziile finale sunt cuprinse ı̂n Cap. VI.

II. STAREA COERENTǍ AXIAL DEFORMATǍ

Considerǎm starea coerentǎ definitǎ cu componenta z a operatorilor bosonici

cvadrupolari b†2µ, b2µ cu −2 ≤ µ ≤ 2:

|Ψ〉 = e(db†
20
−d∗b20)|0〉, (2.1)

unde |0〉 desemneazǎ starea de vid bosonicǎ, ı̂n timp ce d este un numǎr complex.
Natura coerentǎ a acestei funcţii este determinatǎ de

b20|Ψ〉 = d|Ψ〉, 〈Ψ|b†20 = d∗.. (2.2)

Folosind factorizarea Baker-Campbell-Hausdorff

eA+B = eAeBe−
1

2
[A,B], (2.3)

starea coerentǎ este scrisǎ ı̂n forma

|Ψ〉 = e−
|d|2

2 edb†|0〉. (2.4)

Media operatorului cvadrupolar,

Q20 = q0

(

b†20 + b20

)

, (2.5)



unde starea coerentǎ are expresia

〈Ψ|Q20|Ψ〉 = 2q0Re d. (2.6)

Funcţia |Ψ〉 este stare de vid pentru operatorul bosonic cvadrupolar deplasat

(b20 − d) |Ψ〉 = 0. (2.7)

Evident, funcţia |Ψ〉 nu are un moment cinetic definit; asta ı̂nseamnǎ, cǎ nu este

funcţie proprie a operatorului moment cinetic la pǎtrat, Ĵ2. Totuşi, este funcţie
proprie a lui Ĵz. Datoritǎ acestei proprietǎţi spunem cǎ |Ψ〉 este o funcţie axial

deformatǎ. De remarcat cǎ Ec. (2.6) afirmǎ cǎ Re d joacǎ rolul de parametru de
deformare.

Pentru d real funcţia de undǎ |Ψ〉 a fost folositǎ ca funcţie generatoare pentru
stǎrile benzii rotaţionale fundamentalǎ [5-7]. În plus, construind douǎ stǎri reciproc
ortogonale (ca excitaţii polinomiale de ordin mic ale lui |Ψ〉), fiecare dintre ele

fiind ortogonale pe |Ψ〉, şi punând condiţia ca cele trei stǎri intrinseci sǎ satisfacǎ
un numǎr de criterii sugerate de datele experimentale s-a generat, prin proiecţie

a momentului cinetic, stǎrile componente ale benzilor β, respectiv, γ. În spaţiul
bosonic restrâns a fost definit un Hamiltonian bosonic efectiv. În fapt, acestea sunt

ingredientele principale ale modelului stǎrii coerente [6], care a fost cu succes folosit
pentru descrierea, ı̂ntr-o manierǎ realistǎ, a proprietǎţilor energiilor de excitaţie şi

ale tranziţiilor E2.
Pentru cǎ dorim sǎ discutǎm proprietǎţile clasice care ar putea fi descrise cu CSM

restrângem discuţiile la cazul lui d real.

III. COORDONATA CVADRUPOLARǍ ŞI IMPULSUL CONJUGAT CORESPUNZǍTOR

A. Stare neproiectatǎ

Coordonatele conjugate

α̂20 =
1√
2

(

b†20 + b20

)

, π̂20 =
i√
2

(

b†20 − b20

)

, (3.1)

satisfac ecuaţia

[α̂20, π̂20] = i, (3.2)

unde cu i se noteazǎ unitatea imaginarǎ. Convenţional, folosim sistemul unitate ı̂n
care ~ = 1.

Mediile lui α̂ şi α̂2 pe |Ψ〉 sunt

〈Ψ|α̂20|Ψ〉 =
√

2d, 〈Ψ|α̂2
20|Ψ〉 = 2d2 +

1

2
. (3.3)



Impulsul conjugat şi pǎtratul sǎu au mediile

〈Ψ|π̂20|Ψ〉 = 0, 〈Ψ|π̂2
20|Ψ〉 =

1

2
. (3.4)

Folosind aceste rezultate, relaţia de incertitudine asociatǎ coordonatelor conjugate
α şi π are forma:

∆α̂20∆π̂20 =
1

2
, (3.5)

unde cu ∆x este notatǎ dispersia coordonatei x. De remarcat cǎ produsul dispersiei

atinge valoarea minimǎ a mulţimii permise de principiul de incertitudine Heisenberg.
Datoritǎ acestei prorpietǎţi afirmǎm cǎ starea coerentǎ |Ψ〉 este starea optimǎ de a

descrie proprietǎţile ce definesc marginea dintre comportarea cuanticǎ şi cea clasicǎ.
Dupǎ cum deja am menţionat, stare coerentǎ nu are un moment cinetic definit.

Întrebarea este dacǎ proprietǎţile clasice descrise de |Ψ〉 sunt pǎstrate când simetria

la rotaţie este restabilitǎ, i.e., dacǎ din starea deformatǎ se proiecteazǎ componentele
unui moment cinetic definit. O mǎsurǎ a abaterii de la comportamentul clasic este

din nou deplasarea produsului dispersiei de la valoarea clasicǎ. Acest lucru va fi
exprimat analitic ı̂n urmǎtorul subcapitol.

B. Stǎri sferice proiectate

Printr-o proiecţie a momentului cinetic se genereazǎ o mulţime de stǎri ortogonale

φ
(g)
JM = N

(g)
J P J

M0|Ψ〉, (3.6)

unde cu P J
MK se noteazǎ operatorul de proiectare a momentului cinetic

P J
MK =

2J + 1

8π2

∫

DJ∗
MK(Ω)R̂(Ω)dΩ, (3.7)

cu DJ∗
MK notând funcţia Wigner, sau matricea de rotaţie, şi unde R̂(Ω) este rotaţia

definitǎ de unghiurile Euler Ω, ı̂n timp ce N
(g)
J este constanta de normare. Funcţiile

proiectate conţin principalele proprietǎţi ale benzii rotaţionale fundamentalǎ [6].

Din acest motiv, funcţia este ı̂nsoţitǎ de indicele superior (g). Normele au fost
studiate analitic pentru fiecare deformare şi, suplimentar, au fost obţinute formule

foarte simple pentru regimurile aproape vibraţional şi bine deformat [8]. Pentru
motive de exhaustivitate oferim expresiile necesare

(

N
(g)
J

)−2

= (2J + 1)I
(0)
J e−d2

, (3.8)



cu

I
(k)
J (x) =

∫ 1

0

PJ(y) (P2(y))k exP2(y)dy, x = d2, (3.9)

unde Pk(x) sunt polinoamele Legendre de ordin k. Valorile aşteptate ale coordo-
natelor conjugate şi pǎtratele lor au formele

〈φ(g)
JM |α̂|φ(g)

JM〉 =
√

2dCJ 2 J
M 0 MCJ 2 J

0 0 0 ,

〈φ(g)
JM |α̂2|φ(g)

JM 〉 =
1

2
+ d2

×





∑

J ′=0,2,4

CJ J ′ J
M 0 MCJ J ′ J

0 0 0

(

C2 2 J ′

0 0 0

)2

+
∑

J ′=0,2,4

(

CJ ′ 2 J
0 0 0

)2 (

CJ ′ 2 J
M 0 M

)2
(

N
(g)
J

N
(g)
J ′

)2


 ,

〈φ(g)
JM |π̂|φ(g)

JM〉 = 0,

〈φ(g)
JM |π̂2|φ(g)

JM〉 =
1

2
+ d2 (3.10)

×



−
∑

J ′=0,2,4

CJ J ′ J
M 0 MCJ J ′ J

0 0 0

(

C2 2 J ′

0 0 0

)2

+
∑

J ′=0,2,4

(

CJ ′ 2 J
0 0 0

)2 (

CJ ′ 2 J
M 0 M

)2
(

N
(g)
J

N
(g)
J ′

)2


 .

Este folositǎ aici notaţia standard, Cj1,j2,j
m1,m2,m

, pentru coeficienţii Clebsch-Gordan.

Pornind de la aceste relaţii, dispersiile lui α̂ şi π̂ sunt obţinute uşor şi apoi produsul
dispersiei este exprimat analitic.

C. Restabilire simultanǎ a simetriilor de rotaţie şi de gauge

Operatorul proiecţiei numǎrului bosonic este

P̂N =
1

2π

∫ 2π

0

eiφ(N̂−N)dφ. (3.11)

Aplicând succesiv operatorii de proiectare P J
MK şi P̂N pe funcţia coerentǎ |Ψ〉,

obţinem o stare de moment cinetic şi numǎr bosonic bun

|NJM〉 = NNJ P̂NP J
MK|Ψ〉. (3.12)

Se noteaza aici cu NJN constanta de normare a cǎrei expresie este

(NNJ)−2 = e−d2 d2N

N !
(2J + 1)SNJ , (3.13)

unde matricea SmJ este definitǎ de

SmJ =

∫ 1

0

(P2(x))m PJ(x)dx. (3.14)



Urmând paşii indicaţi ı̂n Ref. [5] se obţine

SlJ(d) =

l
∑

m=0

(−)l−m3m(l)!(2m)!(m + 1
2J)!

2l−Jm!(l − m)!(m − 1
2
J)!(2m + J + 1)!

. (3.15)

Elementele de matrice date mai sus satisfac urmǎtoarea restricţie: sunt nenule doar

dacǎ l ≤ J/2.
Expresia explicitǎ a stǎrii proiectate este

|NJM〉 = NNJe−d2/2d
N

N !

2J + 1

8π2

∫

DJ∗
M0(Ω)R̂(Ω)

(

b†20

)N

dΩ|0〉, (3.16)

unde R̂(Ω) este rotaţia definitǎ de unghiurile Euler Ω.

Valorile aşteptate ale variabilelor conjugate α̂20 şi π̂20 sunt egale cu zero deoarece
fiecare dintre termenii constituenţi schimbǎ numǎrul bosonic cu o unitate. Prin

urmare, dispersiile corespunzǎtoare la pǎtrat sunt chiar valorile medii ale pǎtratelor
lor. Prin calcule directe se obţine

∆α̂20∆π̂20 =
1

2
+
∑

J ′=0,2,4

(

CJ ′ 2 J
M 0 M

)2 (

CJ ′ 2 J
0 0 0

)2

d2

( NNJ

N(N−1)J ′

)2

. (3.17)

IV. RELAŢIA DE INCERTITUDINE PENTRU NUMǍRUL BOSONIC ŞI FAZA SA CONJUGATǍ

A. Cazul stǎrii intrinseci

În acest subcapitol considerǎm din nou cǎ d este un numǎr complex. Notǎm cu

N̂0 operatorul numǎr bosonic

N̂0 = b†20b20. (4.1)

Scriind operatorul N̂2
0 ı̂n ordine normalǎ, valorile aşteptate pentru N̂0 şi N̂2

0 pot fi
uşor calculate ca

〈Ψ|N̂0|Ψ〉 = |d|2 ≡ N0, 〈Ψ|N̂2
0 |Ψ〉 = |d|2 + |d|4. (4.2)

Astfel dispersia operatorului numǎr bosonic poate fi uşor calculatǎ ca

(∆N̂)2 = |d|2 ≡ N0.. (4.3)

Scriind numǎrul complex d ı̂n formǎ polarǎ

d = |d|eiϕ. (4.4)



şi folosind Ec. (2.2) se obţine

〈Ψ|b20|Ψ〉 = |d|eiϕ = N
1/2
0 eiϕ, eiϕ = 〈Ψ|b20|Ψ〉

(

〈Ψ|N̂0|Ψ〉
)−1/2

. (4.5)

. Întrebarea care apare este dacǎ o astfel de factorizare este valabilǎ şi pentru
operatori a cǎror medii sunt conţinute ı̂n ecuaţia de mai sus. Înainte de a trece la

problema mecanicii cuantice a numǎrului bosonic şi a fazei sale conjugate am dori
sǎ prezentǎm mai ı̂ntâi partea clasicǎ a acestei lungi probleme.

Definim H, un Hamiltonian exprimat ı̂n funcţie de operatorii bosonici cvadrupolari
b†2m, b2m cu −2 ≤ m ≤ 2 şi considerǎm ecuaţia principiului variaţional dependent de
timp (TDVP)

δ

∫ t

0

〈Ψ|H − i
∂

∂t′
|Ψ〉dt′ = 0, (4.6)

unde starea variaţionalǎ este funcţia coerentǎ |Ψ〉 (2.2), cu d un numǎr complex

dependent de timp. TDVP conduce la ecuaţiile Hamilton de mişcare pentru coor-
donatele clasice d şi d∗

∂H
∂d

= −i
•
d
∗
,

∂H
∂d∗

= i
•
d, (4.7)

unde cu H se noteazǎ media lui H cu |Ψ〉, ı̂n timp ce ∗ indicǎ derivata temporalǎ.
Schimbând coordonatele clasice prin transformarea

(d, d∗) → (r, ϕ), (4.8)

cu r = |d|2, ecuaţiile de mişcare devin

∂H
∂r

= − •
ϕ,

∂H
∂ϕ

=
•
r . (4.9)

Aceste ecuaţii sugereazǎ cǎ imaginea clasicǎ (media lui N̂0 cu |Ψ〉) a operatorului

numǎr bosonic şi a fazei ϕ sunt intr-adevǎr coordonatele clasice conjugate; anume, r
este o coordonatǎ clasicǎ şi ϕ impulsul sau conjugat. Putem verifica dacǎ paranteza

lor Poisson este egalǎ cu unitatea. Deisgur, ar fi de dorit ca o pereche de operatori
Hermitici al cǎror comutator este unu sǎ existe astfel ı̂ncât mediile lor cu |Ψ〉 sǎ fie
chiar coordonatele canonice clasice conjugate r şi ϕ. În cele ce urmeazǎ vom discuta

mai ı̂n detaliu acest aspect formulat mai sus.
Este utilǎ introducerea operatorului off-diagonal

P̂ †
0 = N̂

−1/2
0 b†20. (4.10)



care este echivalentul cuantic al Ec. (4.5). Operatorul N̂
−1/2
0 este definit de

urmǎtoarea ecuaţie

N̂
−1/2
0 =

1√
π

∫ ∞

−∞
dx exp

(

−x2N̂0

)

. (4.11)

Operatorul Hermitic conjugat P̂0, satisface relaţia de comutare
[

P̂0, N̂
]

= P̂0.. (4.12)

Coordonata conjugatǎ corespunzǎtoare operatorului numǎr bosonic este

Φ̂0 = −i ln P̂0.. (4.13)

Într-adevǎr, considerând dezvoltarea ı̂n serie de puteri ale lui (P̂0 − 1) a funcţiei ln,

se observǎ cǎ operatorii N̂0 şi Φ̂0 satisfac relaţia de comutare
[

N̂0, Φ̂0

]

= i.. (4.14)

Pentru bosoni monopolari, coordonatele conjugate ale numǎrului bosonic şi fazei au
fost descrise ı̂n detaliu ı̂n Ref. [9]. Spre deosebire de cazul monopolar aici simetria

de rotaţie este ruptǎ. Într-adevǎr, ı̂n timp ce operatorul numǎr bosonic este un
scalar, operatorul fazei P̂ este un tensor de rang doi şi proiecţie zero. Este un

subiect deschis dacǎ este posibilǎ sau nu o contrucţie a unui operator al fazei scalar
P̂ .

Mnţionǎm cǎ deducerea operatorului fazei este bazatǎ pe Ec. (4.12). De fapt,
aceastǎ ecuaţie poate fi privitǎ ca o ecuaţie de definiţie a lui P̂0. Cu siguranţǎ cǎ

soluţia acestei ecuaţii nu este unicǎ. De exemplu, o soluţie posibilǎ este

P̂0 = b20. (4.15)

În acest caz avem

Φ̂0 = −i ln b20. (4.16)

Putem verifica cǎ urmǎtoarele ecuaţii pentru valorile aşteptate sunt satisfǎcute

〈Ψ|Φ̂0|Ψ〉 = −i ln d, 〈Ψ|Φ̂2
0|Ψ〉 = − (ln d)2 . (4.17)

Drept urmare, dispersia corespunzǎtoare se anuleazǎ

∆Φ̂0 = 0, (4.18)

ceea ce reflectǎ faptul cǎ |Ψ〉 este o funcţie proprie a lui Φ̂0:

Φ̂0|Ψ〉 = −i (ln d) |Ψ〉. (4.19)



O folosire directǎ a Ec. (4.13) pentru a calcula relaţia de incertitudine pentru
numǎrul bosonic şi fazǎ reprezintǎ o problemǎ destul de greoaie, ı̂n special datoritǎ
funcţiei logaritmice. Totuşi, o simplificare considerabilǎ este obţinutǎ ţinând cont

cǎ deviaţia lui Φ̂0 de la valoarea sa aşteptatǎ poate fi exprimatǎ ca

Φ̂0|Ψ〉 = −i (ln d) |Ψ〉. (4.20)

Definim o nouǎ dispersie a operatorului fazei prin

DΦ̂0 =
∆P̂0

〈Ψ|P̂0|Ψ〉
. (4.21)

Vom demonstra [9] ca mǎrimea nou definitǎ satisface relaţia de incertitudine Heisen-
berg. Într-adevǎr, urmând procedura din Ref. [10], obţinem succesiv

〈Ψ|P̂0|Ψ〉 = de−|d|2
∞
∑

k=0

|d|2k

k!
√

k + 1
,

〈Ψ|P̂ 2
0 |Ψ〉 = d2e−|d|2

∞
∑

k=0

|d|2k

k!
√

(k + 1)(k + 2)
. (4.22)

. În zona asimptoticǎ a lui |d|, au fost obţinute forme compacte pentru sumele

implicate ı̂n ecuaţia de mai sus [11], astfel ı̂ncât expresiile finale pentru valorile
aşteptate considerate sunt

〈Ψ|P̂0|Ψ〉 =
d

|d|

[

1 − 1

8|d|2 + ..

]

,

〈Ψ|P̂ 2
0 |Ψ〉 =

d2

|d|2
[

1 − 1

2|d|2 − 3

8|d|4 + ...

]

. (4.23)

. Cu aceste rezultate gǎsim cǎ, pentru valori mari ale lui |d|, urmǎtoarea relaţie de

incertitudine este verificatǎ:

∆N̂0DΦ̂0 =
1

2
. (4.24)

Dupǎ cum vom arǎta ı̂n cele ce urmeazǎ, aceastǎ ecuaţie este valabilǎ ı̂n regiunea

unui numǎr mare de bosoni. Într-adevǎr, ı̂n regiunea lui |d| mare termenii
componenţi Ψ cu ponderi mari sunt cei corespunzǎtori unui numǎr bosonic mare.

Relaţia de incertitudine a operatorului numǎr bosonic şi a fazei sale conjugate a
fost prima datǎ studiatǎ pentru fotoni de cǎtre Dirac [12] şi pentru oscilatori de

cǎtre Susskind şi Glover [13]. Ecuaţiile de mai sus au fost obţinute reprezentând
operatorul de anihilare fotonic ca un produs al unui operator unitar, scris ca U = eiφ,



şi o funcţie auto-adjunctǎ a operatorului numǎr bosonic f(N). Soluţia este f = N̂1/2

şi este bazatǎ pe presupunerea cǎ φ este un operator auto-adjunct. Mai târziu
s-a demonstrat cǎ variabila fazei conjugate nu este bine definitǎ şi astfel relaţia

de incertitudine corespunzǎtoare este ı̂ndoielnicǎ. Într-adevǎr, putem observa cǎ
operatorul U nu este unitar şi, drept urmare, φ nu este un operator auto-adjunct şi
astfel nu poate fi asociat unei observabile fizice [11]. Motivul pentru neunitaritate ı̂l

constitue prezenţa unui numǎr bosonic nul ı̂n spectrul lui N̂ . Chiar dacǎ excludem
aceastǎ valoare, care-l ı̂mpiedicǎ pe N̂ sǎ fie inversabil, faza nu este bine definitǎ

pentru valori mici ale lui N [14]. Într-adevǎr, notând cu |n0〉 stǎrile proprii ale lui
N̂0, se gǎseşte cǎ elementele de matrice ale Ec. (4.14) conduc la

〈n0|Φ̂0|m0〉 = i
δn0,m0

n0 − m0
, (4.25)

care nu are sens pentru valori mici ale numǎrului bosonic. Totuşi, pentru valori mari

ale numǎrului bosonic acesta poate fi asimilat cu o variabilǎ continuǎ, iar raportul
din partea dreaptǎ a Ec. (4.25) este exact prima derivatǎ a funcţiei Dirac δ, care

este o mǎrime bine definitǎ.
Încercǎri reuşite de a defini operatori Hermitici ce depind de fazǎ, care ı̂mpreunǎ

cu operatorul bosonic N̂0 satisfac relaţia de incertitudine, au fost realizate de câţiva
autori [10,11,14,15]. Astfel, operatorii

Ĉ0 =
1

2
(P̂0 + P̂ †

0 ), Ŝ0 =
1

2i
(P̂0 − P̂ †

0 ) (4.26)

sunt Hermitici şi satisfac relaţiile de incertitudine [10]

∆N̂0∆Ŝ0 ≥
1

2
〈Ĉ0〉, ∆N̂0∆Ĉ0 ≥

1

2
〈Ŝ0〉, (4.27)

. unde cu 〈...〉 se noteazǎ media operatorului implicat, cu starea coerentǎ. Lim-
itarea asupra mǎsurǎtorii simultane a observabilelor S0 şi C0 asociate cu operatorii

Hermitici mai sus menţionaţi este exprimatǎ de produsul de incertitudine

(∆Ŝ0)(∆Ĉ0) ≥
1

4
e−N0, (4.28)

cu N0 notându-se pǎtratul dispersiei ∆N̂0. O relaţie de incertitudine mai simetricǎ
ı̂n regimul lui |d| mare este obţinutǎ prin combinarea rezultatelor deja obţinute:

(∆N̂0)
2(∆Ĉ0)

2 + (∆Ŝ0)
2

(〈Ĉ0〉)2 + (〈Ŝ0〉)2
≥ 1

4
. (4.29)

Deşi aici folosim bosoni cvadrupolari demonstraţia relaţiilor de incertitudine
menţionate mai sus urmeazǎ identic liniile celor date ı̂n Ref. [10,11].



B. Dispersii ale lui N̂ şi P̂ pe stǎri proiectate

De observat cǎ ı̂n timp ce mediind operatorul numǎr bosonic cu funcţia coerentǎ
|Ψ〉 doar componenta b†20b20 dǎ o contribuţie nenulǎ, când media este efectuatǎ
cu starea proiectatǎ dupǎ momentul cinetic toţi termenii ı̂n expresia operatorului

numǎr bosonic dau contribuţie. Prin urmare ı̂n acest caz numǎrul bosonic N̂0 va fi
ı̂nlocuit cu operatorul numǎr total bosonic

N̂ =
∑

−2≤m≤2

b†2mb2m.. (4.30)

Operatorul de fazǎ P̂ care satisface relaţia de comutare
[

P̂ , N̂
]

= P̂ , (4.31)

are expresia

P̂ =
∑

−2≤m≤2

b2mN̂−1/2, (4.32)

unde operatorul de sub radical este definit ca ı̂n Ec. (4.11). În acelaşi spirit şi cu
precauţie similarǎ ca şi ı̂nainte operatorul fazei conjugate este

Φ̂ = −i ln P̂ . (4.33)

Valorile aşteptate ale operatorului numǎr bosonic N̂ şi pǎtratului sǎu N̂2 au fost
obţinute analitic ı̂ntr-o publicaţie anterioarǎ a unuia dintre autori (AAR) [5]:

〈φ(g)
JM |N̂ |φ(g)

JM〉 = |d|2I
(1)
J

I
(0)
J

,

〈φ(g)
JM |N̂2|φ(g)

JM〉 = |d|2I
(1)
J

I
(0)
J

+ |d|4I
(2)
J

I
(0)
J

. (4.34)

Putem verifica cǎ rapoartele integralelor ”overlap” conţinute ı̂n ecuaţiile de mai

sus sunt date de [6,8]:

x2I
(2)
J

I
(0)
J

=
1

2
x(x − 3)

I
(1)
J

I
(0)
J

+
1

4

(

2x2 + J(J + 1)
)

, ; x = |d|2. (4.35)

Din aceste ecuaţii se obţine dispersia lui N̂ :

(

∆N̂
)

J
= −|d|4

(

I
(1)
J

I
(0)
J

)2

+
1

2
|d|2(|d|2 − 1)

I
(1)
J

I
(0)
J

+
1

4

(

2|d|4 + J(J + 1)
)

. (4.36)



Relaţiile de incertitudine vor fi calculate alegând ca operator conjugat operatorul
fazei P̂ ı̂mpǎrţit la valoarea mediei sale [9] şi alternativ operatorii Hermitici Ĉ şi Ŝ

definiţi ca şi ı̂nainte [10]:

Ĉ =
1

2

(

P̂ + P̂ †
)

, Ŝ =
1

2i

(

P̂ − P̂ †
)

. (4.37)

In cele ce urmeazǎ vom descrie o metodǎ de calculare a dispersiei operatorului faza
asociat P̂ . Media lui P̂ corespunzǎtoare stǎrii proiectate dupǎ momentul cinetic

|Φ(g)
JM〉. Aplicând o metodǎ similarǎ dar pentru P̂ 2, se obţine rezultatul final:

〈φ(g)
JM |P̂ |φ(g)

JM〉 =
(

N
(g)
J

)2

〈Ψ|P J†
M0

∑

µ

b2µP
J
M0N̂

−1/2|Ψ〉

= e−
|d|2

2

(

N
(g)
J

)2

〈Ψ|P J†
M0

∑

µ

b2µP
J
M0

1√
π

∫ +∞

−∞

(−)mx2m

m!
N̂mdnb†n20

n!
dx|0〉

= e−
|d|2

2

(

N
(g)
J

)2

〈Ψ|P J†
M0

∑

µ

b2µP
J
M0

1√
n

dnb†n20

n!
|0〉

= e−
d
2

2 CJ 2 J
M 0 MCJ 2 J

0 0 0

(

N
(g)
J

)2

〈Ψ|P J
00

∞
∑

n=1

dn

√
n

(

b†20

)n−1

(n − 1)!
|0〉 (4.38)

= de−|d|2CJ 2 J
M 0 MCJ 2 J

0 0 0

(

N
(g)
J

)2 2J + 1

2

∫ +1

−1

dx

[ ∞
∑

m=0

1

m!
√

m + 1

(

|d|2P2(x)
)m

PJ(x)

]

.

Rezultatul final este:

〈φ(g)
JM |P̂ |φ(g)

JM〉 = CJ 2 J
M 0 MCJ 2 J

0 0 0 d
I(0)

J

I
(0)
J

, (4.39)

unde am notat:

I(0)
J =

∞
∑

m=0

|d|2m

m!
√

m + 1
SmJ . (4.40)

Aplicând o metodǎ similarǎ dar pentru P̂ 2, se obţine rezultatul final:

〈φ(g)
JM |P̂ 2|φ(g)

JM〉 = CJ
Md2T

(0)
J

I
(0)
J

, (4.41)

cu

CJ
M =

∑

J ′=0,2,4

C2 2 J ′

0 0 0 CJ J ′ J
0 0 0C

J J ′ J
M 0 M

∑

µ

C2 2 J ′

µ −µ 0, T 0
J =

∞
∑

m=0

|d|2m

m!
√

(m + 1)(m + 2)
SmJ .

(4.42)



Având expresiile pentru valorile aşteptate ale lui P̂ şi P̂ 2, dispersia lui P este uşor

obţinutǎ
(

∆P̂
)2

JM
= 〈φ(g)

JM |P̂ 2|φ(g)
JM〉 −

(

〈φ(g)
JM |P̂ |φ(g)

JM〉
)2

. (4.43)

Deşi calculul mediei lui Φ̂ este destul de dificilǎ, este posibil. Conform Ref. [9]

inegalitatea incertitudinii Heisenberg este satisfǎcutǎ de dispersiile lui N̂ şi

(DP̂ )JM =
(∆P̂ )JM

|〈φ(g)
JM |P̂ |φ(g)

JM〉|
. (4.44)

Astfel deplasarea de la limita clasicǎ este mǎsurat de (∆N̂)J(DP̂ )JM .
(∆N̂)J(DP̂ )JM .

C. Relaţii de incertitudini pentru N̂ şi Ĉ
2 + Ŝ

2

Valorile aşteptate ale operatorilor Hermitici Ĉ şi Ĉ, definiţi de:

Ĉ =
1

2

(

P̂ + P̂ †
)

, Ŝ =
1

2i

(

P̂ − P̂ †
)

(4.45)

sunt uşor obţinute din Ec. (4.39) şi (4.41) ca

〈φ(g)
J0 |Ĉ|φ(g)

J0 〉 =
(

CJ 2 J
0 0 0

)2
(Re d)

I(0)
J

J
(0)
J

, 〈φ(g)
J0 |Ŝ|φ

(g)
J0 〉 =

(

CJ 2 J
0 0 0

)2
(Im d)

I(0)
J

J
(0)
J

. (4.46)

Urmând procedura descrisǎ ı̂n secţiunea precedentǎ obţinem:

〈φ(g)
J0 |Ĉ2 + Ŝ2|φ(g)

J0 〉 = |d|2
∑

J ′

(

CJ 2 J ′

0 0 0

)2 U (0)
J ′

I
(0)
J

+
5

2

U (0)
J

I
(0)
J

, (4.47)

cu

U (0)
J =

∞
∑

k=0

|d|2k

(k + 1)!
SkJ . (4.48)

Suma normatǎ a dispersiilor asociate celor douǎ observabile Ĉ şi Ŝ este:

(∆Ĉ)2
J0 + (∆Ŝ)2

J0

〈Ĉ〉2J0 + 〈Ŝ〉2J0

=
1

|d|2
(

CJ 2 J
0 0 0

)4

[

|d|2
∑

J ′

(

CJ 2 J ′

0 0 0

)2 U (0)
J ′ I

(0)
J

(I(0)
J )2

+
5

2

U (0)
J I

(0)
J

(I(0)
J )2

]

− 1

≡ (∆R)2
J , (4.49)

unde indicele inferior J0 indicǎ faptul cǎ dispersiile implicate şi valorile mediei

corespund stǎrii proiectate dupǎ moment cinetic φ
(g)
J0 . Deasemenea notaţia 〈Ô〉J0 a

fost folositǎ pentru valoarea medie a lui Ô cu starea proiectatǎ menţionatǎ.



Relaţia de incertitudine asociata la cele doua observabile este obtinuta eqaland

FJ = (∆N̂)J

√

(∆Ĉ)2
J0 + (∆Ŝ)2

J0

〈Ĉ〉2J0 + 〈Ŝ〉2J0

(4.50)

cu produsul pǎrţilor drepte a Ec. (4.36) şi (∆R)J dat de (4.49). Deplasarea lui
F faţǎ de valoarea 1/2 constitue o mǎsurǎ pentru natura cuanticǎ a comportǎrii

sistemului.

V. ANALIZǍ NUMERICǍ

Începem prin a da coeficienţii dezvoltǎrii lui Ψ corespunzǎtori la baze bosonice
diferite:

|Ψ〉 =
∑

n

Cn|n〉,

|Ψ〉 =
∑

J

CJ0|J0〉,

|Ψ〉 =
∑

NJ

CNJ0|NJ0〉. (5.1)

unde |n〉 sunt stǎrile proprii ale operatorului numǎr bosonic b†20b20, iar cu |J0〉 se
noteazǎ stǎrile proprii ale momentului cinetic la pǎtrat, Ĵ2, şi a proiecţiei sale pe
axa z, Jz. A treia bazǎ |NJ0〉 este determinatǎ de numerele cuantice: numǎrul

bosonic N , momentul cinetic J , şi proiecţia z a momentului cinetic, 0.
Folosind rezultatele descrise ı̂nainte, se gǎseşte cǎ ponderile dezvoltǎrii au

urmǎtoarele expresii analitice

Cn = e−d2/2 dn

√
n!

, CJ0 =
(

N
(g)
J

)−1

, CNJ = (NNJ)−1 . (5.2)

. Aceste ponderi au fost plotate ı̂n Fig. 1(a)-1(c), ı̂n funcţie de parametrul de

deformare d. De aici observǎm cǎ pentru d mic unele ponderi se anuleazǎ, ceea
ce ı̂nseamnǎ cǎ stǎrile corespunzǎtoare lipsesc din dezvoltare. Curbele au maxime
pentru unele deformǎri, ceea ce aratǎ cǎ pentru astfel de deformǎri stǎrile core-

spunzǎtoare, ce apar ı̂n dezvoltare, sunt componente dominante. Produsul dispersiei
coordonatelor conjugate α̂20 şi π̂20 calculat cu stǎrile J−proiectate este prezentat

ı̂n funcţie de d ı̂n Fig. 2(c). Este bine cunoscut cǎ limita clasicǎ a acestei mǎrimi
este 1/2 (̂ın unitǎţi ~). Conform Fig. 2(c) starea proiectatǎ J = 0 este singura

stare proiectatǎ care se comportǎ semiclasic ı̂n regiunea lui d mic (≤ 1.5). Stǎrile
rǎmase se stabilesc ı̂n afara limitei clasice. Cu cât valoarea lui J este mai mare, cu
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FIG. 1: Coeficientii dezvoltarii functiei coerente, |Ψ〉, in trei baze distincte, |n〉 (panel a)), |J0〉 (panel b), si |NJ0〉 (panel c),
sunt prezentati in functie de parametrul de deformare d.

atât mai mare este deplasarea de la limita clasicǎ. În regiunea lui d (> 3) mare de-
plasarea de la limita clasicǎ este o funcţie de d crescǎtoare, indiferent de valorile lui
J . Aceastǎ tendinţǎ este determinatǎ de natura crescǎtoare a dispersiei lui α̂20. Ast-

fel pentru ambele coordonate conjugate menţionate mai sus, deformarea nuclearǎ
favorizeazǎ comportarea cuanticǎ a sistemului. Dupǎ cum deja am menţionat Ψ

rupe douǎ simetrii: gauge şi rotaţionalǎ. Pânǎ acum am analizat funcţia de undǎ
care restabileşte simetria rotaţionalǎ. În Fig. 3 am reprezentat produsul dispersi-

ilor lui α̂20 şi π̂20 ı̂n funcţie de d, folosind stǎrile |NJM〉, care restabilesc ambele
simetrii menţionate mai sus. Dupǎ cum se vede ı̂n Fig. 3, produsul dispersiei are o
dependenţǎ puternicǎ de J pentru valori mici ale lui d ı̂n timp ce pentru valori mari

ale lui d, i.e., ı̂n limita rotaţionalǎ, acesta tinde cǎtre limita clasicǎ. Contrar cazului
funcţiei J−proiectate, aici creşterea lui d favorizeazǎ comportarea clasicǎ. Acest
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FIG. 2: Dispersiile coordonatelor conjugate α20 si π20, sunt date in panelele a) si b) respectiv, ca functie de d. Produsul celor
doua dispersii este prezentat in panelul c) ca functie de d. Cele tri marimi corespund la functiile de unda proiectate dupa
momentul cinetic.

lucru este reflectat ı̂n dependenţa descrescǎtoare de J a produsului dispersiei cât şi

ı̂n apropierea de limita clasicǎ. Este motivatǎ adresarea ı̂ntrebǎrii dacǎ proprietǎţile
menţionate mai sus depind de alegerea perechii de coordonate conjugate. Încercǎm
sǎ oferim nu un rǎspuns general ci sǎ analizǎm, pentru comparare, ce se ı̂ntâmplǎ

când perechea de variabile conjugate este (N̂ , P̂ ). Rezultatele sunt prezentate ı̂n
Fig. 4(a)-4(c). Dispersia lui N creşte cu d şi despicarea datoratǎ dependenţei de

J creşte uşor de la zero ı̂ntr-un interval ı̂ngust. De reţinut cǎ pentru d tinzând la
zero funcţia proiectatǎ φ

(g)
JM trece la starea |J2 , J

2 , 0, J, M〉 [6] cu notaţia standard

Nν, λ, J, M〉, unde N este numǎrul de bosoni, J este momentul cinetic, şi M este
proiecţia pe axa z ı̂n sistemul laboratorului.

Astfel, ı̂n limita sfericǎ N devine un numǎr cuantic bun şi dispersia se anuleazǎ.
Prin contrast, dispersia normatǎ D(P ) are o ı̂mprǎştiere mare dupǎ J pentru valori
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FIG. 3: Produsul dispersiilor coordonatelor conjugate α̂20 and π̂20, correspunzand starilor NJ , sunt prezentate ca functie de d.

mici ale lui d dar pentru deformǎri mari dispersiile J 6= 2 ating o valoare comunǎ. De
remarcat cǎ, ı̂n afarǎ de aspecte cantitative, produsul dispersiei pǎstreazǎ aspectul

lui ∆N . Comportarea perechii de coordonate (N, R) este vizualizatǎ ı̂n Fig. 5(a)-
5(c). Despicarea dispersiilor R datoratǎ dependenţei lor de J este destul de mare
pentru deformare micǎ şi este decrescǎtoare cu d. Situaţia când dispersia lui RJ

cu J 6= 2 are o valoare comunǎ este realizatǎ pentru d mai mare decât valoarea
maximǎ arǎtatǎ ı̂n Fig. 4. Relaţia de incertitudine pentru perechea (N, R) este

arǎtatǎ ı̂n plotul lui FJ (4.50) ı̂n funcţie de d. Se observǎ cǎ deplasare de la limita
clasicǎ este o funcţie crescǎtoare de moment cinetic. Deasemenea aceastǎ funcţie

este crescǎtoare cu deformarea nuclearǎ. Trebuie menţionat cǎ, pentru deformare
mare, valorile J 6= 2 nu se deosebesc.

VI. CONCLUZII

Enumerǎm aici rezultatele obţinute ı̂n capitolele precedente. Ponderile dezvoltǎrii
stǎrilor coerente ı̂n trei baze diferite manifestǎ maxime când sunt reprezentate ı̂n

funcţie de parametrul de deformare d. Cu cât sunt mai mari numerele cuantice alese
cu atât mai mare este deformarea pentru care ponderea este maximǎ.

În reprezentarea (α, π) doar starea proiectatǎ J = 0 se comportǎ clasic şi asta
se ı̂ntâmplǎ pentru valori mici ale lui d. În regiunea lui d mare ı̂ndepǎrtarea de
comportarea clasicǎ este uşor crescǎtoare cu deformarea.

Comportarea perechii de coordonate conjugate (α, π) ı̂ntr-o stare NJ−proiectatǎ
este diferitǎ de cea descrisǎ mai sus pentru o stare J−proiectatǎ. Într-adevǎr, din

Fig. 3 observǎm cǎ proprietǎţile cuantice predominǎ pentru deformare micǎ, ı̂n timp
ce pentru limita rotaţionalǎ a lui d mare relaţia Heisenberg asociatǎ se apropie
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FIG. 4: Dispersiile coordonatelor conjugate, operator numar de bozoni (panel a)) si operatorul de faza P (panel b)) sunt
reprezentate ca functie de d. De asemenea produsul dispersiilor este dat in panelul c). Calculele sunt efectuate pentru starile
proiectate.

de limita clasicǎ. Deasemenea, ı̂n aceastǎ limitǎ dependenţa de J a relaţiilor de

incertitudine este foarte micǎ.
Din Fig. 2(c) şi 3 concluzionǎm cǎ ı̂n reprezentarea (α, π) şi a stǎrilor J−proiectate

sistemul se ı̂ndepǎrteazǎ de imaginea clasicǎ crescând d ı̂n timp ce pentru stǎrile

(N, J) proiectate cu cât deformarea este mai mare cu atât sistemul este mai apropiat
de comportarea clasicǎ. ı̂n ambele cazuri regiunea deformǎrii mici este caracterizatǎ

de o comportare cuanticǎ reflectatǎ de ı̂ndepǎrtarea de limitele clasice cât şi de de-
spicarea produsului dispersiei datoratǎ dependenţei de J . Comparând figurile core-

spunzǎtoare relaţiilor de incertitudine pentru (α, π) ı̂n cazul stǎrilor J−proiectate,
respectiv, NJ−proiectate, putem concluziona cǎ ı̂mpǎrţirea proprietǎţilor clasice şi

cuantice depinde de simetria funcţiei de undǎ. În situaţii specifice cu cât sistemul
este mai simetric comportarea sa este mai apropiatǎ de imaginea clasicǎ.



2

4

6

8

10

12
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

2

4

6

8

10

12

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
2

4

6

8

10

12

14

(
R

) J

 J=2
 J=6
 J=10
 J=20

b)

a)

(
 N

) J

 J=2
 J=6
 J=10
 J=20

(
R

) J

(
N

) J(
(R

)) J

d

 J=2
 J=6
 J=10
 J=20

c)

FIG. 5: Dispersiile corespunzatoare operatorului numar de bozoni (panel a)) si observabilei R̂ definita de 4.49 (panel b)) ca
functie de d. Produsul dispersiilor este dat in panelul c). Calculele sunt efectuate pentru starile proiectate.Momentele cinetice
sunt cele mentionat in legenda.

Problema delicatǎ a numǎrului bosonic şi fazei conjugate a fost tratatǎ prin douǎ
alegeri alternative pentru operatorul fazǎ conjugat. În primul caz operatorul este P̂

cu o normare proprie. Deşi acesta nu este un operator Hermitic relaţia de incertitu-
dine Heisenberg este valabilǎ pentru un numǎr mare de bosoni. Produsul dispersiei

este rapid crescǎtor cu d ı̂ncepând de la valori apropiate de zero (≈ 0.162). Com-
portarea pentru deformare micǎ este justificatǎ de faptul cǎ starea J−proiectatǎ

devine o stare proprie a lui N̂ . Pentru d mai mare sistemul se comportǎ ı̂ntr-un
mod clasic ı̂n timp ce pentru deformare mare predominǎ proprietǎţile clasice. De-
spicarea produsului dispersiei datoritǎ dependenţei sale de J nu este semnificativǎ

pentru J 6= 2. Putem spune cǎ deşi ı̂ndepǎrtarea de limita clasicǎ a produsului
dispersiei este mare proprietatea clasicǎ ”reclaiming a weak J dependence still per-

sists”. Produsul dispersiei este crescǎtor cu d şi este deasemenea independent de J



pentru valori mari ale lui J .
Pentru a doua situaţie alternativǎ operatorii fazǎ Ĉ şi Ŝ au fost folosiţi pentru a

defini, din dorinţa de a avea o formǎ simetricǎ, dispersia observabilei R. Produsul
dispersiei notat cu FJ este crescǎtor cu d. Pentru d mic despicarea dupǎ J este mare

ı̂n timp ce pentru deformare mare valorile lui FJ pentru J mare sunt aproximativ la
fel. Aici, cât şi ı̂n cazul coordonatelor (α, π), dispersia coordonatei este crescǎtoare

cu d, ı̂n timp ce dispersia impulsului conjugat este descrescǎtoare când d creşte.
Comparând rezultatele pentru coordonatele (α, π) şi (N, P ) sau (N, R) observǎm

cǎ interdependenta proprietǎţilor clasice şi cuantice depinde de perechea coordo-

natelor conjugate considerate.
Înainte ca simetriile sǎ fi fost restabilite sistemul se comporta clasic, lucru reflectat

de relaţiile de incertitudine ce-şi ating minimele, independent de alegerea perechii
de coordonate conjugate. Mai mult, valoarea aşteptatǎ pentru momentul cinetic la

pǎtrat are o valoare continuǎ [6]

. (6.1)

Proiecţia simetriei conduce la o dependenţǎ de J (sau NJ) pentru relaţiile de incer-
titudine, care este mare pentru deformare micǎ. Crescându-l pe |d|, sistemul tinde
sǎ recupereze comportarea clasicǎ.

Principalele concluzii ale investigaţiilor noastre sunt urmǎtoarele:
(i) În sistemul de referinţǎ intrinsec, unde stǎrile neproiectate sunt folosite, sis-

temul se comportǎ clasic independent de alegerea variabilelor conjugate.
(ii) Deasemenea, momentul cinetic este o variabilǎ clasicǎ continuǎ, dupǎ cum

reiese din Eq. (6.1).
(iii) În baza proiectatǎ |NJM〉 produsul dispersiei pentru α20 şi π20 revendicǎ

o comportare clasicǎ pentru deformare mare unde limita clasicǎ este datǎ pentru
fiecare valoare a lui J .

(iv) Privind perechea de coordonate (N, R), dupǎ cum este arǎtat ı̂n Fig. 5,

sistemul se comportǎ clasic doar ı̂n stǎri de spin ı̂nalt, deşi produsul dispersiei este
departe de valoarea clasicǎ. Totuşi, pentru deformare mare şi spin ı̂nalt dependenţa

de J dispare.
(v) Pentru deformare micǎ proprietǎţile cuantice predominǎ pentru ambele perechi

de coordonate conjugate considerate.
(vi) Restabilirea simetriilor rotaţionalǎ şi gauge este o procedurǎ pur cuanticǎ care

conduce la a avea o pronunţatǎ comportare cuanticǎ pentru deformare micǎ.
(vii) Având ı̂n vedere cǎ deformarea ı̂nsǎşi este o variabilǎ clasicǎ, creşterea valorii

sale diminueazǎ proprietǎţile cuantice ı̂n favoarea celor clasice. În aceastǎ privinţǎ



putem spune cǎ deformarea joacǎ rolul unui mediator ı̂ntre comportǎrile clasice şi
cuantice.

(viii) Împǎrţirea proprietǎţilor clasice şi cuantice depinde de simetria funcţiei de
undǎ. În anumite situaţii considerate aici, cu cât sistemul este mai simetric com-

portarea sa este mai apropiatǎ de imaginea clasicǎ, ı̂n regimul deformǎrii mari.
(ix) În cele din urmǎ, putem spune cǎ lucrarea de faţǎ completeazǎ studiile noastre

anterioare asupra stǎrilor proiectate corespunzǎtoare stǎrii coerente |Ψ〉.
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